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Description de la méthode

Schéma de résolution

Soit le probléeme en dimension spatiale bornée pilotée par w(t, x):

a(t)?w 4 B(t)d:w =a(x)02w + b(x)dxw

+ (c(x) +y(t))w Vit > 0Vx €]xy, x| 1a)
510w+ kiw =0 x = xg (1b)
0w + kow =0 x = xo (1c)

w=f(x) t=0 (1d)
Orw =g(x) t=0 (1e)

avec
(a75777 a, b7 C) € CO

o(t) > 0, a(x) > 0
|si| + |ki| > 0; |s2| + |ko| > 0
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Description de la méthode

Schéma de résolution

Soit le probléeme en dimension spatiale bornée pilotée par w(t, x):

a(t)0?w + B(t)0rw =a(x)02w + b(x)dw

+ (c(x) + (b)) w VYVt > 0Vx €]x1, x| 1a)
510w+ kiw =0 x=x5 (1b)
0w + kow =0 x = xo (1c)

w=Ff(x) t=0 (1d)
Orw =g(x) t=0 (Le)

Remarque :
e @ Si a(t) = 0 I'EDP est parabolique et la condition initiale g
n'existe pas.
@ Si a(t) <0eta(x)>0I'EDP est elliptique avec des
conditions aux limites
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Description de la méthode

Schéma de résolution

© 00

On pose
w(t, x) = ¢(x)(t) (2)

On introduit (2) dans I'équation différentielle (1a) tel que (si
possible):

Fi(x, 0.4, ¢") = Fa(t, ¢, ¢/, 4") (3)
Les variables étant séparées, (3) = —A € R
On cherche les modes propres de I'équation qui satisfait les CL (1b),
(1c): {An, én(x)}
On résout I'EDO en v pour chaque mode propre 9,(t)
La solution est une série w(t,x) = >,z &n(Xx)¥n(t)

Les constantes sont déterminées par les Cl (1d), (1e)
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Dérivation des équations et CL

En introduisant (2) w(t,x) = ¢(x)¥(t) # 0 dans I'équation différentielle
(1a) et en divisant par w(t,x) on obtient:

¥(1) ¥'(t) ¢"(x) ¢'(x)

a(t) 0 B8 "0 (t) = a(x) 50 + b(x) o) +c(x)
dX € R tel que
! " = a(x ¢”(X) ¢/(X) clx) = —
Fl(X7¢7¢7¢)_ ()¢(X)+b() ()+ () A
SN0 RPN ()
Fz(f,¢,¢a¢)— (t)w(t) +/3()1/}() )
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Description de la méthode

Dérivation des équations et CL

Soient les deux EDO :
a(x)¢"(x) + b(x)#'(x) + (c(x) + A) ¢(x) = 0 (42)
a(t)y"(t) + B(e)Y(t) + (—(t) + A)9(t) =0 (4b)

avec les CL
510/ (x) + kip(x)w =0 x=x (5)
58" (x) + kop(x)w =0 x = x

Le probleme aux valeurs propres est formé par {(4a), (5)}.
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Description de la méthode

Valeurs et vecteurs propres

Soient x — (¢1(x; A), d2(x; ) deux solutions linéairement indépendantes

de (4a). Alors
(G, G) € R/Vx €]xt, xa], ¢(x) = Crdi(x; A) + Cada(x; \)

En introduisant (6) dans (5) on obtient:

C1€11()\) + C2€12(/\) =0
C1€21()\) + CQEQQ(/\) =0

‘X:X1 + C2 <51§g/2 + k1(52) ‘X:Xl =0

G <51¢N>/1 + ki
‘X:X2 + C2 <52§Z;,2 + k2§g2) ‘X:X2 =0

G (5255,1 + koo

g\ = <s,-gz"5j- + k,-q?bj) |x=x;
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Description de la méthode

Valeurs et vecteurs propres

Systéme (7) non trivial si
611()\)822()\) — 621()\)612()\) =0 (8)

Le solutions de (8) sont les valeurs propres {\,}. Au final, (4a) a pour
solutions les vecteurs propres

Dn(x) = £12(An)d1(x; An) — £11(An)P2(x; An)

A. RALLU (ENTPE/LTDS) Résolution d'EDP en domaine spatial borné Juin 2024 8/26



Description de la méthode

Probleme de Sturm-Liouville régulier

L'équation (4a) peut étre réécrite comme un probleme de Sturm-Liouville

régulier:

(P()#'(x))" + (Ap(x) = q(x)) d(x) = 0 (9)

Avec (p, P, q, p) des fonctions continues telles que :

p(x) = exp </OX l;((ss)d5> >0; q(x) = —:EXP(X); p(x) = a(lx)P(X) >0
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Description de la méthode

Probleme de Sturm-Liouville régulier

Théoreme

H? ([x1, xo], p(x)dx) associé au PS (f,g) = [ f(x)g(x)p(x)dx est un
espace de Hilbert.

On note V = H3 ([x1, x2], p(x)dx) = {f € H? ([x1, x2], p(x)dx) /f suit (5)}

Théoreme

Soit L¢ I'opérateur Lo = —% [(pd') — q¢]. Alors Lo est auto-adjoint, i.e

V(¢,1) € V2, (Lo, ) = (b, L))

Démo :

(Lo,0) = [ ~(po'Yax+ [ qods
(double IPP) = [p (/¢ — ¢'4) |2 + (¢, L)) = (¢, L)
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Description de la méthode

Probleme de Sturm-Liouville régulier

Théoreme

Le probleme de Sturm-Liouville régulier (9) admet des valeurs propres
réelles simples et orthogonales pour le produit scalaire de V.

@ Soit A € C valeur propre de Ly ou ¢ € V. Alors

(Lo, d) = N§, 9) et (¢, Ld) = A9, )

or Lo est auto-adjoint donc A =X = X\ € R.
e Soient (Ap, &) et (Am, ¢m) deux modes de Lo.

<L¢n7 ¢m> = )\n<¢n7 ¢m> = <¢n7 L¢m> = >\m<¢n, ¢m>
Ainsi (Ap — Am) (Dny dm) = 0. Si Ay # A\, alors (¢n, ¢m) = 0.
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Description de la méthode

Probleme de Sturm-Liouville régulier

Théoreme

Le probleme de Sturm-Liouville régulier (9) admet des valeurs propres
réelles simples et orthogonales pour le produit scalaire de V.

e Chaque mode est simple : Si (¢, 1)) sont deux modes alors
s1¢'(x1) + kig(x1) = 0
519 (x1) + kib(x1) =0

P'(x1) o(a)| _,_ W e bl
— det L//(Xl) w(Xl):| =0=¢'(x1)v(x1) — ¥ (x1)b(x1)

Donc Jc € R/ ¢(x1) = cp(x1)
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Description de la méthode

Probleme de Sturm-Liouville régulier

Le probleme (9) avec les CL (5) posséde donc les propriétés suivantes:

@ Le nombre de valeurs propres négatives est fini:

Vi eN*, A\ eRet lim \j = 400
Jj—oo
o ¢, € L2 ([x1, x2], p(x)dx) :
X2
Vn# m, / G () bm(x)p(x)dx = 0
X1

@ Sig(x)>0;s1kl1 <0; s2k2>0alors Vj € N, \; >0

@ Sig=0et ks = ko = 0 alors milg = A1 = 0 et ¢; =constante
JE

@ Sinon, toutes les valeurs propres sont positives si les CL (5) sont
respectées.
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Résolution de problemes paraboliques a une variable d'espace

Sommaire : Résolution de problemes paraboliques a une
variable d'espace

9 Résolution de problemes paraboliques a une variable d’espace
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Résolution de problemes paraboliques a une variable d'espace

Fonction de Green

Soit le probléme parabolique de la forme

Orw(t, x) — Ly[w](t, x) = S(t,x) YVt > 0,Vx €]x1, x2|

Ly[w] = a(t, x)05w(t, x) + b(t, x)daw(t, x) + c(t, x)w(t, x)

w(0, x) = f(x) (10)

s10xw(t, x1) + kyw(t,x1) =
(5205w (t,x2) + kow(t, x2) =

0
0

Remarque : Siles CL ne sont pas homogenes, on se ramene a
des CL homogenes par changement de variables.
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Résolution de problemes paraboliques a une variable d'espace

Fonction de Green
La solution s'écrit Vt > 0,Vx € [x1, x2],
w(t,x) =S xE(t,x) + f *x Ee|r=0(t, x)
:/Ot / S(r,€)G(t,x: 7. €)drde + /X2 F(€)G (L, x;0, €)dE

X1
avec G(t,x; T,&) fonction de Green du probleme homogeéne
0:G(t, x) — Lx[G](t,x) =0 Vit > 7,Vx €]x1, x2|
G(1,x) =0(x —
(1,x) = d(x =€) (11)
SlaXG(t,Xl) + le(t,Xl) =

0
S2aXG(t,X2) + k2G(t,X2) =0

soit la solution fondamentale :
Ee(t,x; 7, ) = G(t,x;7,&)Ho(t — 7)
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Résolution de problemes paraboliques a une variable d'espace

Exemple

Soit le probleme de diffusion dans un espace Q =]0, /[:

drw(t, x) — ad?w(t,x) = S(t,x) YVt > 0,Vx € Q
w(0, x) = f(x)
w(t,0) = hi(t)
w(t, ) = hy(t)

Par changement de variable

(e, x) = w(t,x) = |hu() + 5 (ha(t) = hu(2))]
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Résolution de problemes paraboliques a une variable d'espace

Exemple

Les conditions aux limites du nouveau probléme (18) sont homogenes:

(0.0(t, x) — a02(t, x) = §(t,x) = S(t,x) — [h’l(t) + % (K () — h’l(t))}

#(0,x) = Flx) = £(x) = [h1(0) + § (h2(0) = h1(0))]
V~V( 70) =
w(t,l) =0
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Résolution de problemes paraboliques a une variable d'espace

[llustrations de |'exercice
(a=1m/s,{ =10m,f(x) = e 5" S=0,h = hy

I
o
=

wy(t, )
041
— N =1 w20 =0.350899
03f N =3 [|ws|| 2 = 0.437306
o2l —— N =5 [[ws] 2 = 0.445747
— N =9 [y o) =0.445758
01
! e
/2 ¢

A. RALLU (ENTPE/LTDS) Résolution d'EDP en domaine spatial borné Juin 2024 18 /26



Résolution de problemes paraboliques a une variable d'espace

[llustrations de |'exercice
(a=1m/s, £ =10m,S(t,x) = do(x — £)do(t),f =0, hy = h, = 0)

wn(t, )
025
— N =1:[Jwi] z2() =0.350899
0.20
N =3 |Jws| 12y =0.437306
015
—— N =5:||ws| 2@ =0.445747
0.10 -
— N =9:||wg| 2a) =0.445758
0.05
L e
0/2 4
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Résolution de problemes paraboliques a une variable d'espace

[llustrations de |'exercice
(a=1m/s, £ =10m,f =0,5S =0, hy(t) =1, ho(t) = 3)

wy(t, x)
30
250 — N =1: w20 =3.34618
20
N =3 |lws|2(q) =2.65175
151
—— N =5 ||ws| 2@ =2.57562
1.0
— N =9 [[wol 2 =2.57097
0.5
. — e
\_/ZV )
-05F
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Résolution de problemes paraboliques a une variable d'espace

Exemple

Soit le probleme de diffusion dans un espace Q =]0, ¢[x]0, L][:

Orw(t,x,y) —a [8)2(W(t,x,y) + Oﬁw(t,x,y)] = S(t,x) Vt>0,dans Q
w(0,x) = f(x,y)

w(t,x,y) =0 sur dQ
(14)
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Résolution de problemes hyperboliques a une variable d’'espace

Sommaire : Résolution de problemes hyperboliques a une
variable d'espace

e Résolution de problemes hyperboliques a une variable d'espace

A. RALLU (ENTPE/LTDS) Résolution d'EDP en domaine spatial borné Juin 2024 22/26



Résolution de problemes hyperboliques a une variable d’'espace

Fonction de Green

Soit le probleme parabolique de la forme

(?w(t,x) + o(t, x)0ew(t, x) — Li[w](t,x) = S(t,x) YVt > 0,Vx €]x1,>
L [w] = a(t, x)P3w(t, x) + b(t,x)daw(t, x) + c(t, x)w(t, x)
w(0, x) = f(x)
0rw(0, x) = g(x)
s10xw(t,x1) + kyw(t, x1) =
520xw(t, x2) + kow(t, x2) =
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0
0

(15)

Remarque : Si les CL ne sont pas homogeénes, on se ramene a
des CL homogenes par changement de variables.




Résolution de problemes hyperboliques a une variable d’'espace

Fonction de Green

La solution s'écrit Vt > 0,Vx € [x1, x2],

w(t, x) / 57’5) (t,x;7,§)dTd¢ — /
+ [ (6O + F()0(0.6)) 6(e.x10.€)de

X1

avec G(t, x; 7,&) fonction de Green du probleme

(92G(t,x) + o(t,x)0:G(t,x) — Lx[G](t,x) =0
G(r,x)=0

0+G(1,x) = d(x — &)

510xG(t, x1) + kiG(t,x1) =0

[ 920xG(t,x2) + koG(t,x) =0
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YVt > 7,Vx €]x1, x2|

(16)
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Résolution de problemes hyperboliques a une variable d’'espace

Exemple

Soit le probléeme de propagation d’ondes dans un espace Q =|0, ¢:

(9?w(t,x) — c2O3w(t,x) = S(t,x) vVt > 0,Vx € Q

w(0, x) = f(x)

Dew(0,%) = g(x) (17)
Oxw(t,0) =0

w(t, ) = W(t)

Par changement de variable

X

Wt x) = w(t, x) = () + 7 (ha(t) = hy(0))]

~
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Résolution de problemes hyperboliques a une variable d’'espace

Exemple

Les conditions aux limites du nouveau probléme (18) sont homogenes:

(
(0, x) = F(x) = [m(0) + 5 (ha(0) — m(0))]
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