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Introduction

Introduction

On cherche w: Q C R" — R Vérifiant:

E(x).Vw(x) + g(x)w(x) = S(x)

@ EDP linéaire d'ordre un
@ Phénomenes de transport

Exemple: Equation de continuité en mécanique des fluides. Pour une
vitesse connue U : [0, T] x R — R3, on cherche la densité p(t, x) vérifiant

8tp(t75) +div (p(tvé)g(tvﬁ)) =0
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogenes

Introduction

Soit I'EDP linéaire d'ordre un:

f(x,y)o1w(x,y) + g(x,y)0aw(x,y) =0 (1)
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Introduction
Soit I'EDP linéaire d'ordre un:

f(x,y)o1w(x,y) + g(x,y)0aw(x,y) =0 (1)

On introduit la transformation paramétrisée w = ®(s) ou ® une fonction
abitraire non constante qui conserve la forme de (1). Alors

dw(x,y) dx dy
ds = 81W(Xay) X ds +62W(X7y) x ds
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Introduction

Soit I'EDP linéaire d'ordre un:

f(x,y)o1w(x,y) + g(x,y)0aw(x,y) =0 (1)

On introduit la transformation paramétrisée w = ®(s) ou ® une fonction
abitraire non constante qui conserve la forme de (1). Alors

dw(x,y) dx dy
ds = 81W(X,}/) X ds +62W(X7y) x ds

Par identification avec (1) on en déduit I’équation caractéristique :

dx dy 2)
fix,y)  &lxy)
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogeénes

Introduction

Soit I'EDP linéaire d'ordre un:

f(x,y)o1w(x,y) + g(x,y)0aw(x,y) =0 (1)

On introduit la transformation paramétrisée w = ®(s) ou ® une fonction
abitraire non constante qui conserve la forme de (1). Alors

dw(x,y) dx dy
ds = 81W(X,}/) X ds +62W(X7y) x ds

Par identification avec (1) on en déduit I’équation caractéristique :

dx  dy
f(x,y)  &lxy) @)

Les courbes intégrales de (2) sont appelées caractéristiques 6(x, y).
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogenes

Probleme de Cauchy
Soit le probleme avec condition initiale :

f(x,y)o1w(x,y) + g(x,y)0aw(x,y) = 0 (3a)

w(xo,y) = W(y) (3b)
Dans ce cas w(xp,y) = @ (6(x0,y)) = W(y) et fixe la fonction ®.
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogenes

Probleme de Cauchy
Soit le probleme avec condition initiale :

f(x,y)o1w(x,y) + g(x,y)0aw(x,y) = 0 (3a)

w(xo,y) = W(y) (3b)
Dans ce cas w(xp,y) = @ (6(x0,y)) = W(y) et fixe la fonction ®.

Exemple
Soit I'équation de transport a vitesse constante a # 0

{81 w(x,y) 4+ adw(x,y) =0
w(xo,y) =y = W(y)
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogeénes

Probleme de Cauchy généralisé

f(x,y)oiw(x,y) + g(x,y)0aw(x,y) =0 (4a)
x=s1(§):y =%(£); w=s3(§) (4b)

ol ¢ est un paramétre borné, et |s;| + |sh| # O

@ Résoudre (4) revient a trouver la surface (4a) qui passe par (4b).
@ La condition initiale (3b) peut étre généralisée en (4b):

w(xo,y) =W(y) = x=x0;y=&; w= W(§)

@ Dans I'énoncé du probleme de Cauchy généralisé,
(x = 51(£),y = 52(§)) est supposée n'étre tangente a aucune
caractéristique en tout point:

f(Xa.y)Sé _g(Xay)s:/l 7&0
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogenes

Probleme de Cauchy généralisé

f(x,y)ow(x,y) + g(x,y)02w(x,y) =0 (4a)
x=s51(8);y = (8 w==s3() (4b)

ol & est un paramétre borné, et |s| + |s5| # 0

@ Résoudre (4) revient a trouver la surface (4a) qui passe par (4b).

@ La condition initiale (3b) peut &tre généralisée en (4b):
w(xo,y) =W(y) = x=x0;y =& w=W()
@ Si (x =51(£),y = 52(&)) est une caractéristique, alors

o Si s3(€) = cst, (4) n'a pas de solution
o Si s3(&) # cst, (4) a une infinité de solutions
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogeénes

Morphodynamique d'une dune de sable dans un canal d’'eau

Soit un canal rectangulaire et plat de dimensions : 12m x 1m. Le débit
d’eau est de 400 I/s. Initialement la dune a la forme suivante:

2
Zr =03+ 0.1sin2(7r(x8)) for xe[2,10]
Zr=0.3 elsewhere

Le probleme de Cauchy est :

GZf(X, t)
Vx € R, ot + Cr(2)

Zf(X, t= to) = Zo(X)

8Zf(x7 t)

= t >
Ix 0 Vt>t

Dans le cas des eaux profondes, (Cr = cst = 1.5 m/h), sinon (C¢(Zr)).
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogenes

Morphodynamique d'une dune de sable dans un canal d’'eau
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Figure: Linear characteristics
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogenes

Morphodynamique d'une dune de sable dans un canal d’'eau
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogenes

Morphodynamique d'une dune de sable dans un canal d’'eau
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Figure: Non-Linear characteristics
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EDP avec deux variables indépendantes Equations homogenes

Morphodynamique d'une dune de sable dans un canal d’'eau
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Figure: Initial (dot points), after 1.5 h (solid line)
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EDP avec deux variables indépendantes Equation avec second membre
AN Ve Ve N\
Probleme hétérogene

Soit le probleme

f(va)alw(va) +g(X7Y)82W(X7y) = hl(Xay)W(X7y) + hU(X7Y) (5)

La solution générale s'écrit:

W(X7.y) = W2(X7y) + Wl(X7y) + (D(WO(Xay))
ou
@ wp solution du probleme homogene (hg = h; = 0)
@ w; solution particuliere de (5) avec hg =0
@ w; solution particuliere de (5)

o ® fonction arbitraire

A. RALLU (ENTPE/LTDS) EDP linéaire d'ordre un Juin 2024 12/25



EDP avec deux variables indépendantes Equation avec second membre

Probleme hétérogene

Résolution par les caractéristiques
Soient deux courbes intégrales indépendantes
u(x,y,w) = Ci; u(x,y,w) = G du systéme caractéristique

dx dy dw

fooy)  &06y)  ho(xy)+ hi(xy)w

La solution générale de (5) s'écrit alors ®(uy, u2) = 0 ou alors
uy = \U(U3,k), k= {1,2}
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EDP avec deux variables indépendantes Equation avec second membre

Probleme hétérogene

Probleme de Cauchy généralisé

Soit I'EDP (5) a laquelle on associe les Cl généralisées
x=51(8); y=(§); w=s3(§). La méthode est :
© Déterminer le systeme caractéristique et ses intégrales
@ Y substituer les données initiales

u1(51(£)752(§)753(§)) = (G
wp(s1(€), 2(£). s3(€)) = &

© Substituer (Cy, () dans les courbes intégrales:

Ul(X7y7 W) = U1(51(€), 52(5)753(5))
U2(X7y7 W) = UZ(Sl(S)a 52(5)753(5))

© Elimination de £ pour trouver la forme explicite de w(x, y)
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@ Equations homogenes et hétérogenes
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Généralisation a N variables Equations homogenes et hétérogénes

Equation homogene

Soit I'EDP homogene :

Zf )Oiw(x) = ol X = X1,...,XN

On définit les courbes intégrales fonctionnellement indépendantes
Vi e [[1; N — 1]], u;(g) =G
du systeéme caractéristique

dX1 dx N

fi(x) T fux)

Alors pour toute fonction ¢ % const

w(x) = d(u1, ..., un—1)
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Généralisation a N variables Equations homogenes et hétérogénes

Avec second membre

Soit I'EDP avec second membre:

Y fi(x)aw(x) = g(x)w(x) + h(x)

i=1N
On définit les courbes intégrales fonctionnellement indépendantes
Vie[1; N], ui(x,w) =G
du systeme caractéristique

dxq dxy dw

Alx) 7 fulx)  g()w(x) + h(x)

Alors ®(uy,...,uy) =0
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@ Probleme de Cauchy
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Généralisation a N variables Probleme de Cauchy

Trouver w solution de

N
> fi(x)dw(x) = g(x)w(x) + h(x)
i=1

Vi e [1;N], xi = vi(§) ot § = (&1,---,8n-1)
w = ont+1(§)

On détermine les courbes intégrales

Vk € [[1; N]]a Uk (901(§)7"'790N+1(§)) = Gk

Par substitution des (Cx) dans les courbes intégrales on trouve:

Vk € [1; N], uk(x, w) = ug (@1(@7 e ,SDN+1(§))
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Généralisation a N variables Probleme de Cauchy

Exercice

Résoudre le probleme piloté par (x,y,z) — w(x,y,z), ou (a, b, k) #0 :

O1w + axdow + bydsw = 0
x=0;y=&;z=5;w=k(&+&)
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Généralisation a N variables Probleme de Cauchy

Exercice

L'équation caractéristique s'écrit:

ds — dx dy dz
1 ax by
Le systeme a résoudre set donc

Xx(s)==s + X

X(s)=1 xe) °

y/(s) — ax(s) — (S) 5 + axps + Yo

I(s) — b ab
Z(s) = by(s) z(s) = a—53 + Z2x05% + yobs + zo

2
donc

a ab ab
y = 2(X27X0)+y0'2—7?x +bxy+bxo(2 —Y)+ 20 — 3
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Généralisation a N variables Probleme de Cauchy

Exercice

(G, &) € R tels que :

b
y—§X2:C1;Z+%X3—bxy:C2

Par conséquent 3¢ une fonction arbitraire telle que w s’écrit :
a
W(vavz) = (D(.y_ X5,z + ?X - bX_)/)
En appliquant les conditions initiales :

W(07£17§2) = ¢(§17£2) =k (5% + ég)

Au final la solution est :

w(x,y,z) =k [(y — §x2>2 + (z + %bx3 — bxy)) 2]
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© Généralisation 3 N variables

@ Existence et unicité
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Généralisation a N variables Existence et unicité

Condition suffisante

Soit A =1, et h,...,fy,g,h,p; sont des fonctions C*(V) dans un
domaine V défini par V = {0 < x; < X, x; € R, i > 2} tels que:

JK >0/

Alors de le probleme de Cauchy admet une unique solution.
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